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�������������������������������� ��!������#"$���&%'� ()��*'����+����-,������� .��/��*'.0�0� �#���01/23�0"/��*'.0�0� �
����.0����� �4��������� ��!������#"$���&������56�����-7'�8�9��� ����������56�$����"$����:�.��/��*'.0������������� ������;
*�56�<:��=� ��"$� ������>4�0,

? �����0�@"/�A�������CB&*'.0�D��� �'�E����� ������F�����56�GB=�6�H�E"$�A��:�.��/��*'.0�����I� ��"$� ������>J���G�E�
"/�J��1$23��"$��*'.0�4����:9�K2L���0�M�N*O����� ����10���G�����M�����'����*OB&�����0�P"$�0��� .0�$�8:9��� �9"/� ����� >J��,

Q �8�����K2/7-"$�P����.��/��*'.0�&�'������"/� ����� �C��R���� ����� ��*O�����S"/�M�H� .O�����8���$:�*9R��C� � �T�9�
� �9"/� ����� >�� �C�U��:$.��/���$���V"/�S"/�O��� .��������W.0��:N���$�'���X����:$��� � �X�Y���05Z� R���*[���0:$�����
%O��(\��*O����+����-,
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� ,�� �M����� R������ �/R����<"$.��$23"/� .O� ,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, !
� , !�"�������� ��!������#"$����%'� (\��*'����+����),�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, #

�%$ � � � � � ��&(')�+* 	S�-,.,0/21 � � � ,���� 3��, ��4 �'���0.�� ������56�����W���P%O��( ��*'����+������ � ,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, 5
��,��%66�9���$�����$��"$���<��� ���G� ,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, 7
��, !�8I� ����>4���'� R���:$��� ,#,�,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, �:9��, # �.��$23"/� .0� ���PR�� .0����� ,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, �0���,�;%<�����.�����:�� R��$�W"/�C��� ��"/����F����<� �9"/�&���>=@?-ACBEDFB ,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, �0���, G ��C� � ��"/� ��F��'�H=JIK-LCM AONE�����CR���:��#,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, � #

PRQ 	�
 � �C,��@SOTOU:SWVCXOUYV �Z!�, ��[ �/R��T,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, � 7!�,��R\E�O%���� ����� *'��� ,#,�,#,�,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#, �:]!�, !R<���� ��"$� .��&:9�P�'�0����"/���$>J�\,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#,^� 9!�, !�, � T0_CTW`0T-acbdSOX ,�,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#,^� 9!�, !�,�� b-eW`�`CfgUWfhe-a ,�,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#,^� �!�, !�, ! i T-jWkWX0k ,�,#,�,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#,^� �!�, !�, # T-aClmU ,�,#,�,#,�,#,#,J,#,�,#,�,#,�,#,#,�,#,J,#,�,#,#,�,#,�,#,�,#,^�0�!�, #�<���� ��"$� .��&:9�P������(P����*'.0��>4��"/�&���0.���%O� (\��*'����+���� ,#,�,#,�,#,�,#,^�-!
n�o �g*0&�p �O	�� � ,0/ �q� 
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"�������� ��!������#"$����� �U%O� ( ��*O����+���� "$�U�O"/���0.��$� �$R���56�����V.0�X��������� ��!������#"$����� �
"/��"/� �956�-7����9�H�K��������.��J:$���GF��K2L���=��� �'�J1 R��0��; �'�9���0.�������7G"/� ����5�; �'�9���0.���� �07 ��������� ��;
����>4��� �8"/�J23� .0�$� ��R�*'F � (P��56������:��=���0� ����(P*O.O� >J��,
4 �M�0.��/26�H�/RN����.�������@�H��������������56�� �01���F������4%O��()��*'����+����-7'�'�������J"$�4�0!$��� ;

����F��$����"���56�@���I��������� �0!$���0�#"/����������56�$���-79�I�������0������Z!��J�����$��"$�C� .���56�A"/.0�/23"/��.0�C;
�C�=(M� �&�����GB=�/R����P�H�=!�� ��5Z�P�/����� ��������� �0!$���0�#"/����%'� (\��*'����+�� 23��,

����� ����� ����� � !#" "
���������������%$ 	 '& '& )(#*,+.-0/2143257698:*';=<,>@?4>9ACBED�14*�DGF#67DGH7*9I�J=KML�N,O�P,QSRUT
h : Bm

2 → Bn
2

OEVWRUTYXZQ[Q]\�T_^a`2J�b:N,QdcEJe^�cfVWRU^UghciTEj
kEl 3'>]FY?nm7BED�698:*'j

m, n ∈ N
I

m > n > 0 o g l J l h piq JS^a`'QdOEL]ciT[c�`2JsrEJUNut:Qdgwv^Ug q Q,N'X x ∈ Bm
2

^UVxb:Vs`dy)QdNdT
m
ciV Q%rS`2JZriJSNzt:Qdgwva^Sg q Q,N'X h(x) ∈ Bn

2

^UV
b�VZ`dy)QdNdT

n
l

{]l ?2m7B�DGFYBEAC/2<,*,|}326~B���14>9DEAC*,<d14*'j ∀x I h(x)
`2JS^SN,VS�h^�J pfq JS^a\�JSgwL]ciT

� :/R��$:$�0� ��� %O��( ��*'����+��C23��*'(M� �:��"/��.0�����&�[� Tf��c q JSb:N,Vf^Ug 72� Ti��O�Vfb 7 ��R���K�H���0"$�G��.������ Tf� ,
? �������0��7 |B2| = 2

7��
Bk

2 = B2 ×B2 × · · · ×B2
︸ ︷︷ ︸

k

7��G, ��,
Bk

2

�E56���GBP�9"/� .0�#�9��"/��� �

1����C; "$� ������!$��.0� "$�P��� R�B&�����
k
,

���������������%$ 	 '& '& ��(#*,+�-0/2143257698:*';�<,>�?4>9+C6nm}>,3'*�DGFY64DGH}*,I�J�KML�N,O�P,QSRUT
h? : B?

2 → Bn
2

O�VWRUTYXZQ�Q�\�T_^a`2JSb:NdQdciJ0^�cfVWRU^UghciTEj
kEl 3'>]FY?nm7BED�698:*'j

n ∈ N
I

n > 0 o g l J l h? pfq J�^a`'Q,O�L�ciTCcS`2JsrEJUN�tGQ,g�va^Ug q QdNdX
x ∈ B?

2

^UV �����0��:$.0� R����M����R�B&�����
m
cfVhQ�r�`2JsrEJUN�t:Qdgwva^Sg q Q,N'X h?(x) ∈ Bn

2^UVhb�VZ`dy)QdNdT
n
l

{]l ?2m7B�DGFYBEAC/2<,*,|}326~B���14>9DEAC*,<d14*'j ∀x I h?(x)
`2J�^UNdV�^�J pfq JS^a\�JSgwL]ciT

�a�f���G�G�G�,�a�]�f�:�G�a���9�a���:�U�¡ G¢:�Z�Z�£�:¤��¡�Z�Z�G¢:���f�d���G¤Z¥f�G�G¤U�9�Z¦§�s¥f�f�¨¢S¤U�,�:¥G�¡¢S�a�G¤��a�©sªf«Z¬ª � ªf«Z¬ª�®�«Z¯±°G² � ªG«Z¬ªe³a´SµG² � ªf«Z¬ª·¶§²a¬§°G¯ ¸ � µG¹±º�²a¬§¸
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? �������0��7
B?

2 = B2 ∪ B2
2 ∪ B3

2 ∪ B4
2 ∪ · · ·

7I�G, ��,
B?

2

� 56���GB=��"$� .��X�9� "/��� �
1����C; "$� ������!$��.0��� "/�&��������:�.�� R����#�H� R�B&�������K,

� ����� %O� ( ��*'����+��C23�<��5Z�W:9�G�H�GF��8� �<:�� (P� �K�H�[���<�����O"/� �0�-7 �H�W56�GB=�&������;
����"$���J�H��"$�E�����9"$56�$��*O.O��70�����H�#��56��� �����M���C2L����+��C23��,g"��0����"/���L2'����&�/�����#���0:$�����C�
� ���CR��0!$�C23��7O���O�M��5Z��56�J����.0� ����4!$*9R���1����0� �'� R���*=!�*9R�� 10��.��=�H*O�����-7O�H�M��� ����� .���56�
�����'���'���H� ��:$! R��/�H�M�����O�P�H�=��5Z�P�H��.���R����=!$*9R���1���.0�&��*'����� :9� "/��� �#!�*9R�� 10�-,

� ���������056�$���M���� ��10��F��������s�4%O��( ��*'����+������@� �M�0.���:956�GB=�����H�����$��� �$�N������;
"/�C���J����"/����*'��� *'�������E���9�H� ����+��-7$������(P� �E� ����10�D� �D���/2 �H�6����56������5Z�CR����E������10�C;
��*'.0��>4�D����"/�9�H�0B&����� �C��7G"/�#"/�'�0���4�'�0��"/�C� ��� ���J"KR��GB=�$���O"/�

O(const)
7 :��4����:/R������

�9�<R������9� �������C�P"/R��GBP�����0"$�
O(n)

������R�������������� ������10����*'.0� >J��7'��R���R��0!$�0�����C��5�;
"/���

O(log2(n))
�����810�����������#������10����*'.0� >J��,������J"$�E�'������"$�C� �#.���"$��� �4��� �����K�����

"/��"/� �956� :9�8F�*'.0��>4�P���9�H��� ��+�� 7���� �'�8!�� R��956��� �=��� �'��� �U���$R�� +�������� 10��:$� ������� ;
�H��� ��+�� 7���R��<�������$������� �����$1O� ��*'.O�GF���� �0,
�M��*'!/�T����56�����[���S�01���F������ �W%'� ( ��*'����+���� �<����� �$��+��C23� �C��� � �O�0���$��+��C23���

���V!$����(M��� .��V��� :$��� �'�056*'������� +���"/��� �����������'� R�� , ? ����� �0��7�.0�$���$23� � ���O"/�C�S� �
���0"/�C� ���P!$����(M���8�����U�����$���O"/���G7 �C� ���&(P� ��%'� ( .����/�����0"$� ��� �=����������!������ R������ �
�<��:�56�����$����� �����9� � � �0+��@����J10�'�H���=��"/� �-7���56����!$* 5Z�CR��� C,

!41���F������ � %'� ( ��*'����+����S����"/�&�'�0����"/�C��� .0�W��������� ��!��������C23���C�<:�� ���0� (M� �
���/����.0���#��5Z�������K�����O"/�C� .0����� R����������������Z"/� ��*O��� *'����70�9, ��,0:���� �0��(P� �M"/�������K�H.��'��;
R���.0�-,#"-�&��������� ��!������#"$�'� *'���0� ����10� ��������%O�9����� ��� �����H�&:9�G���0.�� R�*O.O�����#���0��� R�;
�������/R���� "$.��$23"/� .O��,

���%$ &('*)+'-,x� "/.�01, � "3214*'65728.�4��
���������������%$ 	 '& � & :9nT�KMLENdOEQSRUT

h
^�J�ciJa`'Q bGJSO�ThJ�B]��14>914*dDE>9|}17*�;�TfOEV0riT�< q JUv= Qd^SQ�^SJSOEVWR?>�VGb:N'T pfq JSb rETibGTibGJUNCQ�r�`2JsrfI�J�< piq JS^a\ JUg�L�ciT = OEQ�ghJU��OEV�>A@xbGTY^�J�NdTaRUb:JcS`2JZrh��gwV_^SJ � Tf�wQ q T_ciV�g�VWR0Q�r�`2Jsr l

AR , � , ��B �K�H�������0"/�0F����0"$�

" ���GF��$>J�$� �N���8� ����56�����0�� �����9"$56��� *'.0�GF����U� �$(P�O�G�/7 ��� �'�8�� ������"�56�$� *'.0�GF����
�K�H���0"$�G��.����G�/7'� ���$10�P� �="$�#��� :�! R��K�H*O.O�M.0� ��������:$.���R����P�����������$��� ��� ���056�'��7�(M� �
C%D �Z�U¤U����� ¥f�G�,�6Ef�a¢��GF �f�9�G�U�G�f���:�Z¦§�a¢?H:�Z¦�JIK ´MLG²ONQP «SR �UT ¶§²a¹WV£«Zº�² ¶ ²¡¬§¹±¬§¸«%LS¸X ³¡´MV T °:¸W«s¸§¹±´MLf«Z¯±¯ R�¹WLZY ²¡«Z¬¹W[G¯±²
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��5Z�T��������� ��F����[:$���GF��$>J� .0� �H�G�����Y�����CR��$� �O�0��� ���'"$�G,G� ����.0�T���056�'�S56�GB=��� �
1�������7��'���'�W(M� � F���"/���U"/�8:���5Z��7 �H� "$��"$56���C�W:��W������"�56�$� *'.0�GF����[� �$(P���W"/�$�'�$23�
���O"/�C� ������(M� ����5Z�J"/*'������; ��� R������056�C23� R����4��R��=�$��"/���0���$��+��C23�CR������'�O56��R��$��"$���0"$�97
�<:�� ������"�56�$� *'.O�GF����TR���"$���W���O"/�C� ���'� �'�/23� ��5Z�<:��W�'�O56��R��$��"$���0"$� ��� R������05 �9�
5Z�CR "$� �$�����-,

�-����56�����0�  ���$F���"$�["/�$�'�$2§�&��:����GF�*'.0�&���$���<"/�&�O"/�C� .O�N56�GB&���O"/� :��<�9�����K�������
"/���$+��C23� R����W.0���K�����0"/��� �H�&����.O�CB&�W"/.0�/23"/��.�������7����&���0�&:9� ���K2L!�� R��956�����=���$R �9�
.����K�����O"/� ��� � � ����10�T� �S.0�CB&�-, ? ��.0� ��������77 ���K2L!�� R��956�����T���$R]� "/� �9�����K��*'.0�T.0�
�9�����O"���� ���$�'�/23�=��:�1��������P�����������$�������=����56����,

���������������%$ 	 '& � & � 9nThKMLENdOEPdQSRUT
h
^SJ0ciJa`'Q�bGJUO]T_J0DGH}* � >C>9A[?4>Em714* 14*�32>��

H}6��%646��[TfO�V�J pfq J�^a\�JSgwL]ciT = OEQ g�JS�wO�V�I£riT[bGTibGJUN,V x
IebGTC^SJ#NdT RUbGJ

x′ I x 6= x′ IghTfO�T_��g�V
h(x) = h(x′)

l
���������������%$ 	 '& � & P 9nT K LEN,O�P,Q�RUT

h
^SJeciJa`'Q bGJSO�ThJeDE67H}14>�>,A[?4>Em714*[14*z32>��

H}6��%646��wTfO�VwJ pfq JS^a\�JSgwL]ciT = O�Q�g�JS�wO�V bGTw^�J�N'T RUbGTfg x
Q

x′ I x 6= x′ I}ghTfO�Tw�wg�V
h(x) = h(x′)

l bGTibGJUN,V
x
I�bGT�^SJ0N'T RUbGJ

x′ ghTfO�T��wg�V h(x) = h(x′)
l

	 ��"/���T�W���$���[� �'�S�K�H���X��*'����+�� 23�S�U"/��R����X��������������7 � �0!/� ( �C���S� � "/R��C;
1��W�0� ���0�����<���<�'� R���:$��� 7 ���<F��9"/� � "/�&�'������"/� �[�X"���56�W� ����56�����0� V:g p V q NdT�N'TOEVZ`'Q�riQ,Q ,

 *'����+������ ��(P� ��"$�A�����������������E�'��R���:$���#�P"/��"/��� ���� .O��� �@.0�E��������"$� N'T R = JS^SgwV^SJwQzJSb:N,VGNdTE^UV = N,Q 7�����"$� ����!��8������5Z� R����8���������=56�����P�H�81��'�H���&�C� ��.0�-7�(P� ��"/�

! R��/�H�=�9�W"/R��K��������. ������56�$�-,

Q � ��' � � d& �n& ���JUO]T
g
J�VGg p V q N'T_NdT�OEVZ`'Q�riQ,Q�Q[b:TEciThQ�r�`2JsriQ�^UV�KMQ,O]^UN'T_b�VZ`'vy)QdNdT

n
l� T_bGJ¡K Q,N,Q q T�\�J h

^UVij

h(x) =

{

1‖x I TfOEV
x
Q]\�T_b:VZ`dy)Q,N'T

n

0‖g(x)
IMQdNdTfO�L

� p J q Tfg�V q VGg ‖ VUriNdT = L�ciT_O�VGN,O�Tig�JSNdTfPdQSRUT_N'Tht:Qdgwva^Sg q Q,N'XZVGciQ l� J�Xa`2JSbGTwbGJSO�T
h
NdJ�J�JSb:N,VGN'Ti^UV = NdT�� riT p VZ`'VfcfQ,N'T Vfb ^SQ,ghJ � Ti� c q J�b�NdVf^Ug�Q��GIT�J0VGg p V q N'T_NdThO�Vs`'Q%rfQdQ l

����� ��� "+)/.�'����x��� 2�� "�� ��� � �h�#� ! "#"
���������������%$ 	 '& P &  ����14>914*dDE>9|}17*"!7*d+ -0/21432546%8:*$#&%�')(+*-,/.�J � Tf��KMLENdOEv
P,Q�RUT_��gwV_J�J�b�NdVGNdTi^SV = N'T l
���������������%$ 	 '& P & �10x>]H762�%64DE3263�Wm7B��%64DEACBE14A[14*4!4*,+ -0/21732698:55#&6879(+*-:/.
J � Tf��KML�N,OEPdQSRUTYOEVWRUT���gwVhJ�VGg p V q N'T_NdThO�Vs`'Q%rfQdQ l

? �������$1O� �C���9�8���9��������+�� 23� �C� � , !�, � �4�0� �C��56* (M� �=.��P���$�'�0�8��������� ��!������#"$���
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��$��� �-7H"/��� �P����:���� ��� � �'������"/� �����W%O��( ��*'����+����U"/�������$� ���0"/�C��.��$�������#7H�
���9��� ����56�����0�0 ��������� ��!������#"$�'�J%'� ( ��*'����+��C23���4�01���F����M"/�4���9������:$1��������������D7
�����O�&56�GB=��� �="$����� 10��� � �W"$��56� :9�
	������D,
4 �/R���56�£ ������� ���0"$�C� .��������J:9� � �O�M(P� � ����56�GBP���H� "/���������CB=�E�H�$���M�/�����M%O��(

��*'����+�� 23�W�81���:$*O"KR��0.����W"/��!$*'������, � 56�$����7 �/���$�X"$��"/����5 ��10�$:�*0"KR���.���� "$��!$*'�����
� �'�4���D56�GB=� � �4"$��������1����A������*�.��J1��9"/�'������F����E.0����56�0, � ������"$� .����P����:$��� ����������;
� �0!$���0�#"/��� ������56��� ��.&(M���&�#1��$:�*0"/R���.0���P"$��!$*'�����N� K� D/;�� M�� D��m?�� ,

Q ��7 �9�X! R��/����(M���=���<������"�56�$� *'.O�GF���� �C�N"$��!$*'�����0"/� ��� 7-���0"$� �/23���<����.0�4����P%O��(
��*'����+����W:��&�'���W56�GB=���H�&"/�#�������CB=�J���$���8"$�#��"/����� ��R���*<"/��!�*O�����W�'� R���*N(M� �
��"/��!�*O���$�8�����'�/2 � �$BP���N�����01 R��95S�����'�/2L(P� �P"$�41O� :������ ���-7���� �'�����M������56�$�N����� ;
1 R���56���J��������"$������� ���=R���!/��������56� ,�" �J����.#"/�I.��$R��M���$���J"/� b:VGO�TGy `'QdcfV0^UQ'XZL q N,Q ,��$��� �-7H�C� ��.0��� �P%O� ( ��*O����+���� ��1���F����8!��N��5Z�0� �8���K���O"/�C� � �0�'���8(P� �N"$� tUTiciN,Q 7
�T:�� ���0�N.��<�������'"�� �C� "/� ������10�$!���*'.0�8�'�0� �'������"/� ��>4�&"$���$+�� 23�CR����N����:��K2L������� ���
%O��( ��*'����+����-7H�'���'� =�� ;�7������ � 7 � M �mD:=��P7�! M#" D B97��'���U(M� � ���P"$���H�����CB R���.0�
"/��!$*'�����-7����P���0"$�$!/�P����"/�������01��������-,

�%$ ³¡´MV T °:¸W«s¸§¹±´MLf«Z¯�¬§²a³¡°:¶§¹ ¸ R



���������	��
����������������� G
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�������	��
����	��������������� ����� �!�"��#���$	%'&($��*)+�-,	�*.0/1%'�*��23&(&
4 ��5	�".6&($	�"�!�7#�
8&�#!93�(:
1 pq�g*";=<?>A@CB

h : Bn+r
2 → Bn

2
4 ��5����	�#�����#�
8&�#D9(�

��*hp2�0*E;7<?>F@CB
H : B?

2 → Bn
2
4 ��5��3.6&($��3�D�7#�
8&�#D93�

G*H1I 9(�	�
x
#��KJ3&���L�"��9*M�&(���

b
#D��$����DJ3& 4 �N���OJ�9(�3�!� 4 &

x1x2 . . . xt

�	�P5��
r
�QJ3&����(RS�*�!���T5����'$���J3���EU�5��'#!9(�D�3�

�*&����7J�9(�3�
xt

#��V�"�35���9W�% 4 �=#��O�	%X9Y�'&ZJ3&��	� 4 & H
[EH+\ �]�"�/�&(�'&($��^���D#D�'$��_J�9(�3�

xt+1

�!�D`T`Q�a#��	�b$DM�&
�"�	#������X5	�"$��*
?�	��	�����cJ"&(���*$*���d$���5*$���D���	���*23&e`f�d���
J"$	�D`g�'�

b
Hih 5*$	���5��'#��	� 4 % 4 �*
��j�"���D� b < 2r k

lEH
H(x) = Ht+1

UW�D��"�

Hi =







00 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

n

, i = 0

h(Hi−1‖xi) , 1 ≤ i ≤ t + 1

4 � ��.O� �C�N�O�0��"/����*'��+��C23�W56�GB=�M� �W"/�&������� . �H�<"/�W�#� �������N���$��� �=���0�'� B=�����
�����'��7 � �'�

h
� ���#7 � �0!/� ( �

H
� ���#,

h
F���"$� �W"/� .�������� ��& � 
 ���%$ 	 * 	 
(, '1m

��� � � �%$ 	 ,
" ���GF��-7-"/��!�*'�����0"$�C�N���N�/����� %'� ( ��*O����+��C23�<.0� ����(M��������� "$56��"/R��<��������� R�;

���X:9� .0��"/� �9� ���32L:$����� �C�V��*'����+��C23�[���V�O�O56�����9"/�C23��, 8D�'���32'���� ����(P�[+��$R �W� �
23�W� �9"/� ������56� "/��!�*O�����0"$�G�<��� �������D7�:������G���S�/�����0"$�C� .����0"/�G7h����#23�W�������#� � ��56�
� ����56������R���!��C23� �C�W���U"/����+��C23�CR���:$����� �����G�WR���� ����� � *'����7 �X.0�W���������$����*�56�����N:9�
"/�0�9��.���� ���O"/� ���9�on 	(p ��& � 
 ����$ 	 ����M���9������:$1�������56� KML�N,OEPdQSRUT#NdTYOEVs\ pfq JS^UQ�RUTNdTKqbrtsVu ,
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"��������$����*�56����� � (M� �P� ���$1O���H�M!$�8:9�G���0.���R�*'.0�����4��������� �0!$���0�#"/����� �E%'� ( ��*'����;
+����M���O� �!9��� �I�9� ����.������ �D������56�����-,�" ��� �0��7�����.��������.0�'����56�D�'���="/�D� ���D������56�����-7
�8����� �O�)����M!�� ��������"/�C��.���56�P����� ��� ��F�����; ������.0�$��R���.���� �:�#������� �$����*'56�T:��8����.����
"/�0�9��.���� ���O"/�G,

$h��� @"�� '*40" )+� "�� 0 �#" � � � ��� � �h� �#! "#"+.�0
Q ,0/ 	��C,�� �g�@��� � ��� � � � � ����������� �"!#��$&%(')�*�,+.- " � �/������"$�E���9�H��� ��+���� ��"$� � ������"K;
���0��� �����N�U����.������C�&%O��( .����K�����O"/� "/��+��/R � �N"$�#����� �$���������<56�9������������+��C23�8���
���9�H��� ��+���� ��� �����W� ��� ��"$���$�#�K,

/ pq� 
�����, � ��
 � ��,���� � � � �0�.�"%(�*���21435�*%6!.�2��7.')$&38- Q ��56��"$� � �H� "$�&����������(M*'.O�
�9�����/���$���N���������'� "/�<��������:�.�� R����&�H� R�B&������7 �C� ����(P� �W:����K����� "$� ���������'���C�@����
"/����"$����� ����=�N���0� ����"#"$�P��"/�C�M��� R�B&�����P�����O�=���0��� ��� �C��7O�����N����!$���G� R����0� �P�����C;
����(P*'.0� >J�<"/�$�'�0!/� ( "$�<�O�0����"$� �V%'� ( ��*'����+��C23��, ? ��������� �C�U"$� ��������*'(P�G� ����:
%O��( ��*'����+��C23� �C��7H�'�$23� �H��.0� ������"/�$� ��:/R��$:�7 �'�/2J�������0��"$� ����� ����(M*'.0�N���056��"/���
"$�05Z� �C� ������������, 4 � ��.0����� ����� ����" �<56����!$*V��������� ��� ��F��$� :�� � ������"$�����Y�-7 ���'�
%O��(\��*O����+��C23���G�=���������������P���P�'��R���:$���-7�� �0!/� ( � �/2I��"/��!�*'���$�-,
�M���'��R���*���*O����+��C23���G�4���D���0� ���0�����4�����'��R���:$���M1��P1���R������������ ��F������0"/��.0� ��;

R���.0� �H�S"/�W:$�956� ����*'!/� ����������� ����56��"$� �S������!$����� R������G��7Z�X� �["/�<� .��0���Y�������
.0"$*'(M���O"/�=�J����� ����(P� ���P�C�0��7��=���#������!$�����CR������C��,
4 �M�0.0���M!$��*'���P������56�$���<"/��� �!��0� ���8����!����C�CR������ �#��� ���$F���� ��+��  �(P� �&"KR�*OB=���

:��=:9� (M�����C�P���&� .�������"$��������� .0�=.0��:��9�����K�H�$��������!����C�CR����W5Z��� �$��� 23�CR��-,

Q ,��W1��./ & 1H	Cr � � 	 *0� 	 � r � �09;:6!=<�'8>?���5�*:6!@:(A.BC!�:&DE1"$&�.%6$2- "#���'�I�H�J"/�A�����C;
.��0���["$����"$� .������0"$�G� ���C�V�9�����/���$���S���9� � � �0+��-7-10�$:=�H� "$�&��� �����C23� �W���������9� � � ��;
+��X"���56��� �)F �M�0.�� R����<�=�H�W"/�8"$�������/�H� � %'� ( .����/�����O"/� �����;G � �H�<����"/�&�0� �������
����������.0�=�������0��5Z� +��C23�&:�� ���9�H� � �0+���� �0, ? ����56���W:�� .O� ��.O�P*'���0� ����10� �#.�����������;
��� +�� 23� �C�=���PR���:��������<:��=���/23� .0*O.O� >J�����=�0���$����� ��.0����� ��"$��"/� �956�-, Q � "/��"/� �95V���
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 �� �������7� �1��� ������� 7

"/�&F�*O.O������R��0:$��������� �07 � *'��*S"$�056� ����.������ �&%O��(M�0.��-, ? ���S���/23� .0*O.O� >J��7 "/�&�����/;
"$56��� *'.0�P%O��( �9�<.0����"$�$�����G�MR��0:$�������=�W"/�#"/�������/��*'.0�="/� %O��(M�0�M�9�W.���"$� ����"$�'���C�
R��0:$��������, Q �P���/2I���GF����<"/*'������; �'�0����"/�����'���=��� "/��"$� ��56�0�97����#56�GBP�4�H�J23�M���0:$�����
R��0:$���������G�P��� �'������"/�����O�0�G7�� *'��*���.��$��� *0� R���� "$��56�P�H�423�&"�56�$���-,

� * 1 � / & 1 	Wr � 
 pq& � � 1 � ��B($�+ ��$�')���2�����":(! - ? �������'��!/� ( ���0"/�����X���0� ����10�W:9�
�����9"$56��� *'.0� >J�I���$�'�$23�����0.0�4��������� ��!������#"$�'�4�C�K2L����� ��R�*'F �K7�.���:I�0"$����.O�E����"$�G������,
� ���'��.&�M"/R�*'F��K2L�0�=���/2���	 � �%� K0M# � ; K�� ; N ?�� DZ�D� ����56����� R��-,#�-�0��"/�#���O"/�$10���<����"/�W"$�
�'��� "/�<.0��(M� � ������"$����+��C23�["$�X"$5Z�����C; �'����� ��F����-, 8D�'���32'���� .��S�C� ��.�� "/��� *O� +����
���/����.0���U"/�N10����� "/��!$*'�����O"/� ��� � ��� ��"$� ��+��C23� �C��7 %'� ( ��*'����+������ �<"/�N�O�0����"$�G���
:��N!$�����$������� >J� ����.0� "$��!$*'����� ��������� ��!������#"$��� ��R�*'F��$.0�U.���:P�O"/���0.0�8���N"$�G�����-,
!J"/����.0���C�E:��4��.O����������56�����J�D���0�J(M� �J�����0+���"$���������G�J56�¨��=���J"$5Z�����C; �'����� ��F��'���C�
�#��!���� ����F��$����7'��� "/.0�/23"/��.������=���P������"�56�$� *'.0�GF��'�P�K�H���0"$�G��.����O"/�=� *'���P�#��R�*'F�����,

" �J�C� ��.0��� �E������56�$��� %O� ( ��*'����+������ �E�����$��"$�C� .�*'.O��� �J���/2 ����1O� �=� NdT RUJ�KMQ,O]Tfv
^SJSN !$�����$����� ��� ���&"/R�*'F��K2L��� 1������$.0�-,

� �g��� � � �6	Wr � � 	 � ���h& � ��� �6� � 1C/ , m � pq& �6	 $F����� ��, � 1 � ��35$�9J7='8$! �35$&7.��: m'8�2!��.:6> ! 7.>#" $�' %($&!�$�')�2���*:6! - 4 �U"$��� � ��1�R���"$� �[�9�V������56�����$�C���G�U��������� � ;
!$�������C23�����0"$� ��� ����� ���$10���9�T"KR�*OF��K2L��� 1����0�$.�� , Q ��������56���-7 :��N!$�����$������� >J�P���
�����O"/� � 10������.��V.0� ����� "/��"$� ��56�0�G7 ��R�� :�� !$�����$������� >J� "/�9"/�C23"$��� ��R�*'F :��S"/��;
56�$������F�������������������� >J��, ����$+��C23�CR���:$����������� ��%O� (\��*'����+����W�9�<���������&���H=��);
��R�� �����E; � "$���9��R���F��$�W��� �����'�H���&:�� �C� ��.O� *9R���!/��7�1������L22���� "$��1���:$�-7��W�K�����0���C;
"/�0F����-, 4 "$*O(P���0"$�G7G56����!$*�56�����4"�56�$�C�����E��������!��$������� � �0�����4���J"KR�*'F��/2L���P10������.����
���/2L������� ��F���� �C�#� R�����.0���H�$����(M�������@������56�����$� � ��������� �0!$���0�#"/���&"/��"/� �956�-, � "/���
�C� ����7H%'� ( ��*'����+����S"/� �'������"/�C� � �T�O�0!/�����$�'�/2�����:$��F����S��:$.0���U���N.0��"/������"/���
� ���#��"/��.C���%$ �D"KR�*OF��K2L���<1������$.0�-7'� ����10�M������� R������ �/R����=�H� "/���/23��������,

$h�%$ &�' � 0 ��� 0 � 2 � " � ��)x� �
!4� ���0�����O"/�C�E���¨ ���9���$�'�H�$��"$����������� ���C��� ; �I56������5Z� R��$�P���������$����*�5W�'�$2 � ����10�I� �
!$�P:��C����.0� R�*'.0�J�/������%'� ( ��*'����+��C23�

h : X → Z
�8�'�/26�H��.0�#�/�����#��� R����#!$��������+��

:��P���32L:$�������C�M"/��!$*'�����O"/�G7��'�/23��:9� .0��"/��"���56�=�9�N��� �0�������CR����O"/�C�����M56���GB=��"/��.������

Z
,
� 56�$���#���O� �!9���9�� ���9���$�'�H�$��"$�������M��� ���C������"s���'�$2 � .��0���8���$����.0��!$��*O�����9���-!

"KR�*OF��K2L��� ��:�1��������8R�*��!���7�"/� .0�$���$23� � ���O"/�=�9� 1O� ���95
1/2

7'10������5[��.0�/2L+�� ����J��5Z��� �
:����K������F����<���9�����'�����-,

Q �K2L�/�����O"/�C� .0�$�<���GF����W�H��"$�P���/2 ���M�'��R���:$� 23�8�#� �N"$�M:$�95Z�����8���0"/R��K�H��.0��� �/R�;
��� ��� :/R���F����X.0���K�H�����O"/� �

x1, x2, . . . ∈ X
�[�H� "/�N�����9"$56�$��*O.O�����W.����/�����0"$� ��� �

h(x1), h(x2), . . . ∈ Z
,(8D�'���L22����

h
�&"/*'�C2L����+��C23�<� |X | > |Z| 7-56�0���&� � "$�&"KR�*'F��

�'� R���:$�C23��7��9, ��,�.���"$� �������HD���"$��� :$�0� B

(∃i)(∃j)(xi 6= xj ∧ h(xi) = h(xj))4 �$���$23� � ���0"/�C�=�H�$���&.���R�*'F���� �$R����<"/�
k
; � ���0��F����'��� �9�U��:�1������ >J�$� �N.����/����� ;

"/��� ����5Z�P�H� "/�#"/R�*'F��<�O��R���:��C23�=� B
(

1− 1

n

) (

1− 2

n

)

· · ·
(

1− k − 1

n

)

=
k−1∏

i=1

(

1− i

n

)

K [G¹±¶ ¸§ªGµf«JR�«s¸ ¸«Z³ <
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 �� �������7� �1��� ������� ]

? ��:���� ���P�4�����'� B

e−x = 1− x +
x2

2!
− x3

3!
+ · · ·

" �=5Z�CR��
x
7��G, ��!�� R��956�

n
7�56�GBP�4�H� � ��������"/��56������56� B

1− x ≈ e−x
7��<� �0!/� ( B

k−1∏

i=1

(

1− i

n

)

≈
k−1∏

i=1

e−
i
n = e−

k(k−1)
n

����0���K� � �O��7�.������/23��� ���O"/�C�
ε
.���R�*OF���� �/R����8"/�

k
; � ����� F����'�����H� "/��"KR�*OF�� 1O� ���95

�K�H���=�O��R���:��C23�=� B
ε ≈ 1− e−

k(k−1)
n

���0� �0�

k2 − k ≈ n · ln
(

1

1− ε

)

8D�'���32'��������N� ����10�M"���56�P������+��$������7£����A23�M���0�K�����0"/�C��.���56�E��� .�������� �C��7�:�� ����5Z� ��*0;
.0�/2'���� !$�&56�����O56��� −k

,�AR��/��*'.0�����$��� B

k ≈
√

n · ln
(

1

1− ε

)

" �
ε = 1/2

7O������+�������� �C�=:��=.����K�����O"/�C�P���
k
� B

k ≈ 1.17
√

n
� ��, � �

�-�O�T����� ��� ��F����S�����$��"$�G��.�*'.0� 5Z� � �95Z� � ��F��'�[��F�����*'.0� >J� @ ��� 1����$2L���T���TF��/;
�'�����S�����K�S�H�W"/�&���/23� .0� �'��R���:$� 23��,��)� � :$���GF�� �H�$���<:�� �����M�!9� >J�P���<�'��R���:$� 23�
��F��$��*'.0�����=��� � 1��'�H���P����� ����1����

O(
√

n)
.0����56�#�W56�956�����C23��,\E�'�U"$�$!/�W"$��.���� � ��56�N���K2e ���9���$�'�H�$��"$�������W��� ���C������"����V"$�G��.���56�

n = 365
7

���01���.O��56�I�������
k ≈ 22.3

7��G, �0,�"/�M.0�$���$23� � ���0"/�M�9�
1/2

����4"/�4���/23��.��8�'��R���:$� 23��7O�9, ��,
��.O�K2L+��PR�*��!�������#10�'�H���P���9�H�$��� ��� ��"$�M� � � *�5I,

�

�M��10��.056� �/���$�X���$����%0�9�����T������� ������*�5 (M� � 56����� � �W!$� :9�G���0.���R�*'.0� "/�$�'�$23�
%O��( ��*'����+�� 23�8:�� �H�810�'�����0� ���������8���8�O��R���:���� ��� �&�M������"$56��� *'.0�GF���� � �$(P�'�
�H� "/�#�����$1O� ���0� �M��.0�G�H��� � ���N�'�0���$� �9�<10���/2L�0�P���&"/��� ��56�GB&���N%O��(�; .����/�����O"/� �-,
"������ ����"$� ����7���������� ���C�N"/��!���*'10��"$��R�� � .��������0"$�$�8�E����� ����1����#�H�M"$�E������10�C;

���0� �=�K����� ��� R��0.������P�9�W1����$2L���=��� "/��� ��56�GB&��� %'� ( .����/�����0"$� �-,
����0���K� � �O��7������ ����:��K2L� ���CL"/��!�*O�������U%O��( ��*'����+��C23��7�56�0���S�H�V"/� .0�9���

"$56��� ���&56���GBP�9"/� .0��� �P%O��(�; .����/�����O"/� �8�H�=�J����.0� R����=!$��R���56��,�M�$���$(M����� �E%'� ( ��*'����+����8� ������F����=��5Z�0� ����:$R��$:4�9� � �-7���R�� � G 9 1����C��7O��:9�
���0.�� ����K����+��$��� 23"/���#"/��!�*'�����0"$��"/�4�����$�������GF�*'.O�E� ��"/�E�'�0����"/�C����%O� ()��*O����+����8"$�
��:$R��$:#�9� �-;-GM��R�� ; � �M1����C��,
X D �GEf�:��� �G�� G�G�·�a¤ ¢�¤ ¦��M�U¤ �a� �a�U��� �GEf¤ ���G�OEf�G¤��a��� p

nπ/2
�ZEi���a� ���ZEf�	� 
��

; [G¶§°�¸²6Y ´�¶§³a² «s¸§¸«Z³ <
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 �� �������7� �1��� ������� �:9

$h��� � ��� ��� 0 ��'-,x"���"#"
4 � (P��� �&�H�$��� :9� ��10��F�������� .0�'�Y���U���9���$�����$��"$���X�������G��7��O"/.����[.����956�$��"$����7 �
���0� ���$10���<�

O(
√

n)
\ Ja\0V q Q'^UO�T �'�O56��R��$��"$���0"$�9, �-�0�<�����$��"$�C� .�*'.O�N!�� R��95 ����� ��;

� ��F��$� �����01 R��95I7�10�'���32'����-7 ��� �'� ��R���"$� ��� +��C23��7 :9�U���9���$�'�H�$��"$���Y��� ���C� ���U%O��(
��*'����+�� 23� "$� G-# ; 1������$�U��:/R���:="$�=����� ����1���� # !$��!/��10�K2L��� 56��56�0���C23��7-�N:9�����9���$��;
������"/���W��� ���C�<��� � �h7 ; 10��� ���M%O��( ��*'����+��C23�&"/�#����� ����1����

261
1O�K2L� �W56�956�����C23� � ,�P�8���M:$10����*'.O��56�J�����'�N56��56�0���C23� �C�N�M� �9"/���0� ��!���R��N��� �������$(P����� � � � �'������� �Z�

�'�056�C2L*'� �����-,h�M�9���$���J�����0+���"$����"$�'���C�456�¨��=���0"/���/23� ����"/�@:$!�� R��956��.0��7C1���:��������G�����
56��56�0���C23���G�&"$��:$!$��R���56*'.O�M����:$���GF���� �/R�����,

" �P"/��� �����7����O"/� �0�����GF����&�H� "$�4���O"/� ��!$�����'����"$�C� ��� ���P56�956������"$���M�'�056��R��$��"K;
���O"/�

O(const)
�����U1O� ����>4��� ���'� R���:$��� 7 "$� "���56�N���$�'� R���*'����� �����N:�!$��R���56*'.0��>4�

���=.�����56�$��"/��� �C�=�'�056��R�����"/���O"/�G,�"��=!$�<�'������"$� ��56� � K � � ?-B ��; B�� K , 56�$� �9�H���G7-�'�/24"$�&"/�0"$� ���T.�� � �O��7 ���056��"/����� �
!$�&:���5Z�056�E.����/�����O"/� �����

x1, x2, . . .
"/���0���K�����$�'���E���9�����K�H*O.O� >J�@���#56���GB=��"/��.������

���=������!$�����CR��
X
� ��� ������56�$� R��$��"$���'��!$�����#"/�'� �K70�H�=��� 10��� ��56��"$�

x1, h(x1), h(h(x1)), . . .

��A�������CB&*'.0�A�����'�E.0� ��.������D��.���B=�$>J�A����:A�����O"/� �0�����@���E������!$�����CR��#�������$:�*9R�� ��;
���P"/�M�0F��$��*O.O� >J��:9�

k
56���0!$* ���0����� ��.�� : �9�N�K�H���0"$�G��.����0� ����:�1������ >J�����M����:����C�

������!$�����CR��-,
D��56� (P� �8"/��!/�&56�GBP�4�H�&"/�M������56����� 56�$� �9�H��� ���
� � K�� � � � :�� ��� �M�!�� >J�J+�����;

R�*O"/� .�� ���$�����9����F����<��*'����+����-, � �/2E"/�#"/�O"/� �0�N.0�&"KR��/��������� B
� , 
 ���'"$�����056�J����F���� �$�<������!$�����CR

x0

,
y ← x0

7
z ← x0

,

��, ? ����"�56�$� *'.0�056� B
y ← h(h(y))

7
z ← h(z)

,

!�, \E�'�
y = z

7�"$56�#����(�R����'� R���:$�C23��G�� �'� ����7��9�H��56�#���=F��$�'�0����,
�M����� B=� ���P���H�$���=��.0�$� ������:$������P"/� ��!���� �&���8��"$�G�8� ��F�����7��&:��8� �0�~�����1��'�H�

���0� ���$10���E�0� ������R������ !I��� ��������.0� ����Z.0����56�07$�0� �'� R���*J.��@�/�����O"/�C� .0��� �C�I���O"/�C� ������7
���&"/� �'����"/�C� ������� 56��56������"/��� "KR��GB=�$���O"/� $

!4.��$2A���GF����N��� 1O� ����>4�J�'� R���:$���<����56��R��956�$��������� �W.0� ��� �'�$�����	�O?-N
� �EDFN ��,
�

������ :�1�������7�"/������56�9���$������%'� (\��*'����+����<"/�#��� ������.������&�H�=10�'�H� �=�������������
��� �'� R���:$���-7 ���<�=������"�56�$� *'.0�GF���� ���$��"$��R�� �9R���.��N�H�<"/�&1O� ���0� ��+��/R��O"/���T�'� R���;
:$���-, Q ��76����� ��"/������*O.O� >J�<���S"/.��$23"/� .O� �C� ��� %O� ( ��*'����+���� �'�0����"/��� �N�H�S"/�
����������.O��� �P� bGJa`'LG\0N,QxO�Vs`'Q�riQ,Q 7��G, �4�H�="/��10���������#%O��( .0���K�����0"/���N�'����(M� �=��5Z�C;
� � �������K���$R��$��� � ��56����!$��.0�N����"/���/23� ����� �s� , ��� ��.O� 56�GB&���O"/�N�&��56��R��956�$��� ����� ���
.�� �����'�$� �0���O?0N�� � DFN ��,
@ √

264 = 232
� √

2128 = 264A ¤��G���a�G�f�s¥f�:¤��a¤ D Ei� Ef�a� D ���G�:¤�Z¥f�¡�,¤��¨�f��� �Z¢G�U¤��G�G�f�,I7�
B ��¤

O()
�¡�,�:�a¥f��%$%D ���G¤������¢G�M�G���4¤��f�,�%HG�G�-Ef���a� ��� Ef� � � � ��
������G�G�G�G�,�a���� ��� «%V V¨¹WLGºMµG¹±¬ ¸W«%LG³a²�� ��G¤ ¦n�f����G�U¤���� D � ¢�¤��·�a� �f� D ¥f�G¢:���U���Z� Ef�U����G� N �a�U�G�G��� �
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������� �$����:$����� � ���?� R�������� �����0"$�G�<���056� �!$* .�R��$:����<�[��:/R��$:$�0�<���<�K����� %O� ( ��*'����;
+��C23��, � "/R����'��.0��� � ����W"/�<��10�'���956��� � �0����(P��56�<:$�0(M� �T��.O� "$.��/23"$� .��S"/�<.0�����
� �0��56*��C� ����7����=�K����� ������56�$�<���P%'� (\��*'����+��C23� "$�>G-# ; 1������$� . R���:J� ��:$R��$:0,
�P�G�H�$���S"/�8������"�56�$� *'.0�GF������ �&F����'�����S.��W�/�����<�����$����� ��.���� %O� ( ��*'����+��C23��7

�G, �0,Z"/�����������CB � ���X����� ��"�������5Z��+������������U��� � �0� �9�Y�0����!$�����CR[�H�U����!$��.O� %O��(
.����K�����O"/� B
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4 � SCTOUdSWVCXCUYV ��.O�S"/.��$23"/� .0�[!$�[56�$����56�U�C� ���T(M���[.��X"/���'�/23�T��� ����� +�� 23�[�9�

� �9"/� �0�N"/�=56�$��*'.O�&�K����� 1����8.��8.�R��$:����&�T"/��10����� �'��R���* 1����C�8"$�M�����O56�$����R��M.0�
��:$R��$:����G, ? �0"KR��K������.0�I.0���K�����0"/�4�D"/R�*'F��K2L���E�����O56�$��R���.0��:��E�'�$23�E(M���4!��M�����M�!9��56�
�/R���56�$���G�����������4"/�C��� ��"/����F����8������� :9� � �$R�� B �����0"$�$�'���G7G����"/������:$�C23���C���856������5Z�CR�;
�����G�=�W5Z� ��"$��5Z�CR���� �C�M.0���K�H���0"$�9,
4 �MR���� �$��� � *'�����G� "$��"�56�$�C�=:��M���01���� "/.0�/23"/��.������M�����O56�$�����C�P���P�/���$� 1����P.0�

. R��$:$�0�G7�.��=�����0"$�$���H� 56�$��*'.O�M����R���.0�����P1�������.�� .��=��:$R��$:����G, 	 �0"/���=�4���$���=����� ;
BP�$R����J����"/������:$�C23���C��7��G, ��,0����"$��� ���0"/�C�4���'� R�*M�����O"/���O�0�G7G�H��1������@(M� �M���05Z� R��2GC.0�
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!$�����$��� � �0���Y���S��"/��.C����; "/R�*'F��K2L���Y1����0�$.0���G10��� ��.0�-, ��[�����$� %0�9��������� � �G*'���$���0.
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⊕
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bGJ¡KMQdN,Q q TfN'Th^UVij
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h : Bn
2 → Bm

2

"$�I. R���:
x = (x0, x1, . . . , xn−1)56�GBP�4�H� "$�#�����$�0"/�C� .0�N��� "/R��K��������. ���GF���� B

h(x) = (h0(x), h1(x), . . . , hm−1(x))
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�'������"/� �X:9�W��"$����� *'.0��>4������.0��� ��56��R���56�$���G��+����Y�����#%O� ( ��*'����+����-,�66�$:$*9R��C���
���U� �0�W� � �O%���� ����� *'��� �C�W��� � � A "-M� ; �-,Z��O��� .��������W����5Z� ����� ����10� � ��� �'�WR���"/���
56�GBP�?���H�#"$�E�������O�O56���K2 R�������,���$�'�/23�J%'� ( ��*'����+��C23�#(M���M"/�E"�� ���4�H��"$�E� ��"$� �����
"/�&���������������W�����$��*T�K����� �������056��F���� ���$R�R���.O�W1���1 R����0� �$��� � � � � �K7����W�'�$23����
� ����56��� ��� ���U�K�H����"/��.��$����� �T��!���� ����F�*'.0� >J� �H�U1��'�H��.���R���������� .0� ���0� ���$10�����0�
�������$�����323" , �-�9"/�=�����0!$���056��� �J����� �O� piq Q=Q�rEc q �wL]ciT��¨J ���)��,v '������ � 23�P.�F���� *'.0�����
1���1 R����0� �$�����G���N!$�8.0��(P���M"/.0�������E��������� +����-, Q �#��.0�/2Z���GF����N"/���O"/�C� .O�#�����O"/� �0�
:��E��������:$.���R����@�JR�����"/��10��R����O"/�I��������56��R���56����� ����� >J�$� �J���@���/2L����������F������0�I���$R
�P"$�056��� �@%'� ( ��*'����+����-,���� ����70� ����56�GB � �4�H�#"/������(M*'.O��� �J�&.��4����*O!�������!�����5�;
"/���P23��:$��� 7���� ������56���-7�.0� ���W= :��M�H� "/�#���0"/����!$���#5Z���'"$��5Z�CR����=����������"$���0"$�G,

� 	 /Z	W1 	 � �0p2� 1H	 � � ��� � �g*-&�p �0	�� ��& 4 � B ���J�@�H�#"/�D���956����"$� �������J���$���������'�/2
"/��"/� �95 ��� .0��"/�������N��� 10��� �-,�" ��� �0�8"$�P.0��R�*'F������ �U��56��R���56�����C� +���� ���N���0:$����� �
� = �);�7 ����� � �J�S���O5Z�CR���*U����:���� � � � � � K� �47 � � K� ���4%O��( ��*O����+����-, 6���:$*9R��C�C;
� �����#(M� � !$�8�H� .O�����M�����0!$���056��� ��:��P� �9"/� ����� >J��56�GB=� ���H� "/��"/���0���K� � � "/�=.�� ����
���0:$����� ��� �07���1/23��.������N�����CR���:$�-, � �����=��"/������*O.O� >J����� �G������� �N.0� �M�9�H��� ���'�0� \�,

� 	 �m� / � ����� 
-	�� �g��& "�������"$� �$����"$�Z���K2 �H��1������ � 56�GB&�����CR�!$��������56���#�����0+���"$����;
56��56�0���C23�N10� R�� ��"$�-, ? ��(M*'.0��� �=.��N"$�C� �'�H���0���$� �47 �N�'�056���/2 R��������U"/���qD  � M A �
� B K ����� ��56��:���+����-,
� 	 �O� / � ��� �g� ,H� pq� 1 & �M�<�����/2L��� !���� ����+��S� � ��"$� �������[� :9� � M� � K � N��S:9�
� ���M7��C���'�<(P� �W�8�'�056���K2 R������ �[�X"/� � � � �X"$� = �"!�� �'�056���/2 R��$�����G,6������ �-7
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"/�O��� .��������M����5Z�#�H�M"$�4��:�.���(P*'.0������� ���M7O:9� � �O�#(M���P���0��"/��"/� �956��� ��:��M.�F�����*0;
.0��>4�#���=�������056��F����U1���1�R��������$���<���O56� �!�*���.0��� �=� �����&��������� ����.���� "$��"/����56� "/�
����:/R���F����-,.�M���'��R���*W"/�=*'�'� BP�P����� ���$10��7 "/�<56������5Z� R��$�T� ��*���7 10� 56�GBP�$R �H� "/�
����������"$�#�N��� � ����,

���%$ � � �_"+.�0 �+.�� �x�

" 7.�"1*���21*1 & " ��� "$���������C� :9� �'�056���/2 R�������>4�X��� "/��� �V� ��"$� ��.0� � .���R�*'F������ %O��(
��*O����+����

��$�A 3 &�� ! R��010�CR����&���9��������+����
��$&3���� �������$��� �0����*�5Y(M� �&!�� "$�9���OB � ��56��R���56�$���G��+������������ � �9"/� �0.���� �

9;:61*1*�"3��":(! & 9 � ��"$�=:9�=10� ��� >J��� ���/R�*'56��� �D�'� R���:����
���2�21"�2!�9 � $ & 9 � �9"/� :�� "$.��/23"$� .��0� � ���PR�� .0�����
>?�27.')$�' & 9 � �G*'���$����.������P"$�C� � ��"$� ��F����W� ��"$�
�2!.A 3 & 9 = IK-LOM AON3; ��.0� �����V�����CR���:��
"��*��� �  & 9 ��*O�������8:9�#5Z� ������*�RH� +��C23�M"/�#1���� ��.0�=(P� �#!$�&�'�0����"/�C���J����.�� ����$���

� �9"/� �0.��
�2!.A 35�.$&A 3 & 9 �O�0��"/�C����� � ����� ���$1���� :9�>?  � N�, �

� �23 � � ����������� �0����*�5 (M� �&"/�9�H�0B&� ��56��R��956�$���C��+����W���=�����O�0��%'� (\��*'����+����

� �23 ��� > � s & 9 ��56��R��956�$���C� +��C23� ���>=�� ;=�9� 
 �-��
� �23 ��� 3 � � d& 9 ��56��R���56�����C� +�� 23�&���
����� � �9� 
 �-� �
� �23 ��� $&��:(!�9 & 9 ��56��R���56�����C� +�� 23�&��� � � K� � �9� 
 � � �
� �23 ��� $&��:(!.' & 9 ��56��R��956�$���C��+��C23�&��� � � K� � �9� 
 � � �
� �23 ��& 9 � � A "-M� ����.���:$*'.0��>J�M��� � ��"$� ��.0��� �#"/� %'� ( ��*'����+������ �
� �23 ��&�� :���! R�� .$2L�4:9���m?-N
�-, �
� �23 ��� �"!#��$�'8A �29;$ &�� ����� �$�����L23" (P� �V�����$1O�T�H�[!��X��56��R��956�$��������� "/�$�'�$23�

%O��(\��*O����+��C23�=�'�/23�=� ����10�M�H� "/�#����"/�������
>?� &�� ���9��������+����W"/����+�������F���� :9�>=��);=� ����� �
$���:6! &�� ���9��������+����W"/����+�������F���� :9� � � K�



����������� 
���� �-� �����������	��
����
 � 9

����� � ) ��.�2G.�4*' � � ��' �#" 28.�0�� 0

T0_CT�`gT-acbdSCX�� U-X���� kgSOe�� fdVCX0kCTCbWf�f SOTCUdS ��� `g`
b-eW`g`OfgUWfheha	� l0jm`g`
���� f:V.U���� SOTOUdS ��� `�`
i T-j�kCX0k	� UdSCe0k�V�� aCe0k i TW`�� `geha���� SOTOUdS ��� `�`
T-aClOU�������������� SOTOUdS ��� `�`

������� � !#"$!&%#!('�)+*�,

T0_CT�`gT-acbdSCX�� U-X���� kgSOe�� fdVCX0kCTCbWf�f SOTCUdS ��� `g`

? ���0!$���05Z� �C� T0_CTW`gThacbdSOX "$���O�0����"$� �<:�� 56�$����>4�#���="$.��$23"/� .0��� � ���PR���.�������,
? ���0(M�$���'���C�8����: �����0"/�������0�N����%O��( ��*'����+����S56�GBP�M�H�<"/�=.���(P� ��� �����C;

F������ B
35$�- "/�$��.��$��+��C23�CR�����7��'�0!/�P"/R��K����� �C�=.����/�����0"$� :��=������!$����� RW�#�����$� %0�9�������C�M:�!$� ;

R���56�����=:�� � �'���'�=10���/2 GO� � .0�P���0.�� ����4R������CR����P"/R������2G
' � : "$�

ρ
; 56�$���9�����G7$�'�0!/�@"KR��/����� �C�I.0���K�����0"/�@:9�I������!$����� RM"/�A���0��56�����I�9�M56�O5�����;

�G� R������G�P%'� (\.����K�����O"/�2G��H� .O�="/R������ (M���8�#��������56���O56�$�����&����"/�����K���$R��$���
����:������O"/� �0����� ���=������!$�����CR��-,

? � ����56�$�C������� fdVWX0kCTObWfgf !��W�������/���/R�*O.O� ��1��956���<���W"$�G��� ��"$� ��F�������� ������56�/;
���0�-,

? ����56���N:9�=��.0�=� �9"/� ����� >J� B
.�/10 SOTOUdSWVWXOUYV2�gT-_CTW`0Tha.bdSOX kgSCe3��4�4�4 i �+5
��4�4�4(6�fdVCX-kCT0VcfhehacU87�_CTW`gThacbdSOX:9gkCe<;OX0kgV�=?>CXOUdV eha /
>gSOX?@�A 5 SOTCUdS(BCb-e i ;WkCXOUgUWfheha l0jgacbYVcfheha�C TOU f i ;m`0X i X-aWVWX � f:aD�ga�j�;+� �f � XhaWVcfYl.fYX0k?E i �+5 6gbhe i ;WkCXCU�U
f:a�;gjWV? fdV.U:E 5 �F�e-jWV�;�jWV? fdVmUGEH�F��I

4�J �F4�J ��4�J ��4�J K+4�J 5 4�J L�4�J M�4�J I�4�J N�4�J �F4�4�J
���������������������������������������������������������������������������������������������������������

O aOXG f:V bdSCT-a+�CX egl VgSCX U-ehjWk.b-X kCXCUdjm`-VCX � f:ai X�ThaPE+L�� � N�N�K 5 L�� T-a � _WT0kcfhT-a.b-X�E�KQ�R��M � ��4�N�I�M�� fdV bdSCT-a+�CXOU e0l VgSCX+SCTOUdS _CTW`hjCX �
>gSOX i fFa f i j i agj i OX0k e0lS f:V b:SOT-a+�CXCUUTOTOUG��LVCT-a � VgSCX i T<Wcf i j i TOTOU?N�LVC e-jWV eglH�F��I+VCe0VWTW` �
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b-eW`g`OfgUWfheha	� l0jm`g`
���� f:V.U���� SOTOUdS ��� `�`

? ���0!$���05Z� �C� bheW`�`OfgU�fhe-a "/�M�O�0����"$� �W:��&1O� ����>4�M+��/R��O"/��� � ��� ����56�$�C��� l-jm`�` �
��R��&���/R�*�56��� � ��������56���G��� �� f:V.U�� ���O��R���:����-,-�M�/R�*�56���#�'��R���:$� 23��"/�A23� .�*'.O���O�0!/�
��.0�M%'� ( .0���K�H���0"$� �U��5Z�0� � � ��56����!$�0.�������"/���/23� �����P����!$��R���56�N�9�T�9�����K�����U1����/2
1���� ��.0�-,

? �����C%0�9�����J"$�@��*'(M�C� T0_WTW`gT-acb:SOX �&"/�@:9� 1��$R��/B&*'.0�4�'�/26��5Z� ��"$��5Z�CR���������1����/2
���Y1���� ; �����056�$���-, �M�V�C���Y.����K�����O"/�G7@�'� R���:$��� 1�� �����$1O�CR�� 56����!�* 1���:��[�H� "/�
���/2 �H� �G, Q �#������56���-7':���� ��� � ��� �:9-9-9 B�� K ; �����$����+����85Z� ��"$��56*�56����� �F9 5�,��-�O��!��
:$�95Z��56�#�����K��.0�'�<.0� ������56������.�7�:�� b-e�`�`OfgUWfYe-a �H�=:���.���(P�N.0�=��� :$*�56��� .0����56�0,

.�/10 SOTOUdSWVWXOUYV2�CbheW`�`Cf0U�fhe-a ���R4 U:SOT#�

���F426
	��F> . e�`�`OfgUWfYe-a��XgT0k.bdS lWe-k /
>gSOX����7Q� SOTOUdS(BWb-e i ;WkWXOU�UWfheha l-j�acbYVcfYe-a�C TOU f i ;m`gX i XhaWVCX � f:a �0a�j�;+� �f � XhaWVcfYl.fYX0k?E UdSOT#��60b-e i ;WkWXOU�U
f:a�;gjWV? fdV.U:E 5 �F�
e-jWV�;�jWV? fdVmUGEH�FL�4

��X�T-k.bdS UYVCT-k�Vcf:a+� ������� ;WkCXOU�U . >������ . VWe T<Ce0k�V�� �����
� e-jga � T ���R4?cfdV b-eW`�`Of0UWfhe-a T0lgVCX0k3��I���� 5 K fdVWX0kCT0VcfYe-acU��

WQ� / ��	+A�7 . 4 5 .�� K ��� ��M . 7�K�A . ��KPN���7+N�I<KPN�K�4�M�M�M �FM � 5 ��M�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4S � W ��� /�. A+L�K � ��I<KP4#� � I�	�	2N�	2� � 7+L#�FN�	 5 L<A+M�	2L(���R4<K+L���	 . N�I��

WP� / 5 K � 4�K . �F��	 � 5 M�KP��	 � � . � A�	 � 4�N<A+4���7PM .�. � M<AP� . M�N � 7P4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4�4S � W+� � / ����N�M#� � � � 5 ����L<A�K�7�L 5 � A+N � ��K � 	 � 5 KPN�����M���� � 5 4 � K 5

!4����!������ R���� ���W����.������ �/� ���/R�*�56���#�@�'� R���:$��� "$���H�G�H�$���W.0� %0�$��"��G����+���5Z�CR�;
���N������5Z��:�� ���G���W�����$! R��/�����0"$�G,c\��'�N"/�P��� :�.��C23���8.���1������������N������5Z��7�����P1��'�H�
56�GB&���=R���"$���P�H� "/�#:9� 1��$R��/B&� �'��� 1���� �0.��<"/������:/R�����*O.O�����9,

��������� ! ! "�#&,�#

i T-j�kCX0k	� UdSCe0k�V�� aCe0k i TW`�� `geha���� SOTOUdS ��� `�`

? ���0!$���05Z� �C�)i T-jWkCX-k ��:$.��/��*'.0� � �G*'���$����.0�P*'����.0�$��:9�CR����="/�C��� ��"/����F����8� ���CR���:9�
���<������56�$���0� ����10���$�["/�<�01���5 �9�����/���$�S�9�[��� ���056�$�C� �����G, !J"/.0�$�T������+��C23�CR���:$��;
���GF������ �

Q = 655360
��� �$��� +���� 7�.��=:���.���"$���0"$�M�9�W��� ���056�$�C� �����G7�"/����:�.��K�H*O.O����� B

3 � :(')� G);-;h! G 9-9 ��� ����� +����-7G(M� �4�A���9�P�����$���0���GF������ �C�D����R�B&������G��0.0���I��� R�B&�����
"KR�*OB&�P"���56��:9�������/R���56����� �����P����"/������� >��4(M� �J���D� ���$1O�@� ��:���5Z�����456���0!$*
.����956�;G
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1*:6!�% Gg;-; !-G 9 909-9 ��� ����� +����-7�(P� �8��:�.��K�H*O.O�P"$� R������$�<� �9"/�&���&"/R�*'F��K2L���O"/�2G������C;
(P� >J�#�J�H� R��<��������� .C� � ���M�H�&"/�#��:$.��/��*'.0�0� � � � ��R���* ��R�� �I����.�� �������� �����C;
+����-7':������G�H�8��*�56�$����F������ ��!����$(P�����'���N"/�J��� � ��*O��*O.O������.��="/�$�'�$2 ������"�56�/;
� *'.0�GF���� �����0+���"�"$�=�0!$��������F������P�����$+���:$���O"/�G,

.�/10 SOTOUdSWVWXOUYV2� i T-jWkWX-k aCe0k i TW` i �+5
� O ��@�7�� � L�L �FN#�F��L�4 fdVCX0kWT0Vcfhe-a.U�� @CThjWkCX0k��Wacfd_CX0k.UhTW` �0VCT-VcfgUYVcf0b-TW` >CXOUYV e-a /
>gSOX?@�A 5 SOTCUdS(BCb-e i ;WkCXOUgUWfheha l0jgacbYVcfheha�C TOU f i ;m`0X i X-aWVWX � f:aD�ga�j�;+� �f � XhaWVcfYl.fYX0k?E i �+5 6gbhe i ;WkCXCU�U
f:a�;gjWV? fdV.U:E 5 �F�
e-jWV�;�jWV? fdVmUGEH�F��I

4�J �F4�J ��4�J ��4�J K+4�J 5 4�J L�4�J M�4�J I�4�J N�4�J �F4�4�J
���������������������������������������������������������������������������������������������������������
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